Funzioni inverse

Simmetrie rispetto alla bisettrice dei quadranti dspaui.

Consideriamo la trasformazione descritta dallg  In generale presi due punti Occorre dimostrare

equazioni : P(a,b)eP (b, a)se che la retta passante
X'=y tracciamo la retta per P e P' risulta
y=X essere perpendicolare
y'=X (bisettrice dei quadranti | alla retta y =x ed
Consideriamo il punto P(2,5) se eseguiamo tra dispari) infine che i due punti
osserviamo che sono equidistanti dalla

trasformazione ) - . o
e i due punti sono simmetrici | retta.

rispetto alla bisettrice
Oppure possiamo osservare che i triangoli rettangq
(POK) e (P’OK’) sono uguali in quanto i cateti sono
uguali .........

Nl I 0] [
I due punti risultano simmetrici rispetto alla
bisettrice dei quadranti dispari.

Data una funzionése eseguendo la trasformazioipe-y) si ottiene un'altra funzione questa prende il ngme
di funzione inversa.

Esempio: data I'equazione della Esempio: data I'equazione della
retta parabola
y=2x y=x?

dopo aver invertito x con y
otteniamo I'equazione di un‘altrg

dopo aver eseguito la trasformazio
(X-y) otteniamo:

retta x=y?
X=2y I'equazione che abbiamo ottenuto no=
quindi la funzione di partenza & l'equazione di una funzione quindli:::
invertibile, la funzione di partenzaon é

y=1/2 x invertibile.
e la funzione inversa
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Se la curva trovata ribaltando il grafico dellaZiomef rispetto alla retta y=x
e il diagramma di una funzioneg, si dice che la funzioniee invertibile e
cheg el'inversa dif.

L'inversag di una funzione invertibile viene spesso indicaf dunque

fib)=a se e solo se b = f(a)ndicando le variabili ,come
al solito, con le lettere x e y si puo riscrivere:
fix) =y se e solo se x = f(y).

Non tutte le funzioni sono invertibili.

Criterio della retta orizzontale:

una funzione f & invertibile se e solo se non esifituna retta orizzontale ch
intersechi il grafico piu di una volta.
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Funzione inversa §

Data la funzione biiettivhda A a B, la funzione ~—

inversa dif & la funzione biettivhk *daB ad Ache | A

associa a ogni y di B il valore x di A tale ohe f(x). "'f—‘[" B

Una funzione da A a B si dice biiettiva ( 0 biunivoa) se € sia iniettiva sia suriettiva.

Una funzione da A a B si dice iniettiva se ogni J Una funzione da A a B si dice suriettiva se ogni

elemento di B € immagine di al piu un elemento di dlemento di B € immagine di almeno un elemento di A

Nota bene che l'insieme delle immagini o insieme immagine di #ron coincide con il codominio. C'é da dire che in

alcuni testi si trova il termine codominio usato per indicare I'insieme immagine e al posto di codominio si usa il termine
insieme di arrivo di £~

Vedi fotocopie.




Funzione reale di variabile reale

iniettiva non iniettiva

1‘5\\3‘14//‘71 628 785

Non suriettiva

suriettiva

iniettiva non iniettiva

8 E/ 4 2

suriettiva

20

non suriettiva

¥ Metodo retta orizzontale

Per le funzioni reali di variabile reale si ha una
semplice interpretazione grafica del concetto di
funzione iniettivauna funzione € iniettivase e solo
se il suo grafico gode della proprieta che ratta
orizzontale condotta da un qualunque punto del
codominio (attenzione: del codominio, non
dellimmaginel)interseca il grafico della funzione
in un punto al piu.

Per le funzioni reali di variabile reale si ha una
semplice interpretazione grafica del concetto di
funzione suriettivauna funzione e suriettivase e
solo se il suo grafico gode della proprieta che una
retta orizzontale condotta da un qualunque punto d
codominio (attenzione: del codominio, non
dellimmaginel)interseca il grafico della funzione in
almeno un punto.

Iniettivita significa che per ogniv1¥ del dominio

vale FLZV=f) =T =Y i aire parole a valori distint
del dominio corrispondono valori distinti nel codioin

Suriettivita significa che per ogni elementb del codominio

i esiste (almeno) un elemenin deldominiotale che = fiz)
(cioé ogni elemento del codominio € immagine diexio un
elemento del dominio, quindi ad ogni valore di yrigponde
almeno un valore del dominio.)

Funzione inversa parziale

Molte funzioni, anche significative, non siano ingili. A seconda della condizione che manca, dioéettivita o la suriettivita, si

procedecostruendo una nuova funzioneche sia invertibile.

Se una funzione non € iniettiva si pwdtringeral dominio fino a considerare un sottodominio
in cui essa € iniettiva e invertire questa regiriei: cosi ci si comporta ad esempio per

le funzioni trigonometricheche, essendeeriodiche non sono iniettive.

In questi casi si pone il problema di quale saitathio utilizzare, quale sia il piu significativo
per un utilizzo successivo: ad esempio, nell'irkeit seno si pone per convenzione che il

sottodominio di inversione sia [/ 2z / 2], in cui il seno cresce (e dunque iniettiva)-d a 1.

Avremmo ugualmente potuto invertire il seno negéervalli [z /

eccetera

Se una funzione non é suriettiy
ma € iniettiva, si riduce il

codominio della funzione

Procedendo in questo modo
otteniamo una nuova funzione

2,3t/ 2], [2n,2n +w ] 2], suriettiva, dunque invertibile.

esattamente alla sua immagine.

\

Esempio: la parabola

La parabola € una funzione non suriettiva e ncetting.
E non suriettiva in quanto ad y non corrispondesaevalore del dominig
per y <0 (vedi retta orizzontale verde). Se regtamo il codominio per
valori di y=0 la funzione risulta suriettiva, ma non € ancakeeitibile
perché non e iniettiva (vedi retta orizzontale step Occorre restringere
il dominio e considerare i valori di20 , in questo modo la funzione
risulta iniettiva, quindi invertibile.

La funzione inversa & x2p meglio y=/X con x e y non negativi.




Funzione esponenziale

y=a base a>1

Dal grafico possiamo stabilire che la funzione e
invertibile (metodo della retta orizzontale), quind
possiamo costruire la funzione inversa eseguendo

trasformazioneX — y (invertiamo x con y)

Studiamo il grafico della funzione esponenziale

cona=2
y=2"

otteniamo:
x=2Y

Attribuiamo, come sempre, dei valori alla variabil®sserviamo che per ottenere la tabella occorre

x e determiniamo i valori di y, costruiamo la
tabella per ottenere il grafico:

semplicemente inv...

X y Dal grafico possiamo Calcolare il dominio, x y
0 1 osservarehe si tratta il condominio e 1 0
1 2 effettivamente di una I'asintoto della 2 1
2 |4 funzione funzione inversa 4 2
3 8 Dominio X[ confrontando i 8 3
4 16 .. grafici 16 4
1 |12 | Codominio Dominio 12 |
2 | Va + . . Ya -2
3 e |YHU Codominio |18 |-3
4 1/16 AS|ntOt| -l'asse ASintOti . -4

delle ascisse risulta esserg )

un asintoto della curva

Data la funzione esponenzigle2” la funzione inversa x=? & la funzione logaritmica y=lou(x). Avendo
costruito la funzione inversa osserviamo che lefdagioni sono simmetriche rispetto alla bisettriee
quadranti dispari.

In generale data la funzione esponenzjaig se si esegue la
trasformazione x y la funzione che si ottiene € la funzione

logaritmica

Funzione logaritmica
y=logy(x)

] ripetere

Funzione esponenziale
y=da base O<a<l

Dal grafico possiamo stabilire che la funzione e
invertibile (metodo della retta orizzontale), quind
possiamo costruire la funzione inversa eseguendo

trasformazioneX - y (invertiamo x con y)

Studiamo il grafico della funzione esponenziale

cona=1/2
y=(1/2)

otteniamo:

x=(1/2)y

Costruiamo la tabella per ottenere il grafico,
attribuiamo, come sempre, dei valori alla variab
x e determiniamo i valori di y.

Osserviamo che per ottenere la tabella occorre
leemplicemente inv...

X y Dal grafico possiamo | T[] | Calcolate il dominio,| x y
0 osservarehe il condominio e 1

1 Dominio X[ I'asintoto della 2

2 ‘i + funzione inversa 4

3 Co'dom.lr.llo yd confrontando i 8

4 AsINtotl . Iasse delle grafici 16

-1 ascisse risulta essere un Dominio 1/2

intoto dell ..
-2 asintoto aella curva COdomlnlo 1,
:i Asintoti : 1/8

Data la funzione esponenziale(1/2) la funzione inversa x=(1/2" ¢ Iz funzione logaritmicg=logy»(x)

a

a



Esponenziali

Potenze con esponente reale
La potenzaz™ e definita:

sed =0,

seq =10,

ged <0,

per ogm x e R

per futt esoll gh x e RY
pertuth esoli gh x e Z.

Sono definite:

AT - ) Rl

1

73 _3f7%.
- 1

3 _3"'"5'

Casi particolari :

a=1,1"=1, perogm xe R;
x=0,a" =1, perogni ae R*;

Non sono definite:
2% ] 00 ;0

Le proprieta delle potenze definite per esponemtieri valgono -1

anche per esponenti reali:

sea 0 perogni x, ¥ oappartenentl a B vale

1 (ax)-" .

2 atat=a™
3 ax at =a"" .
4. F=ntoht

L_h

-2

ymdt

fcazl ;o as!?

;oax

Funzione esponen2|ale

Si chiamaunzione esponenziale ogni funzione del tipo :

y=a" , cong > 0fssatn, xeR

Il dominio della funzione, cioé l'insieme dei valori che gspono attribuire g é tuttoRr ;

il codominio, cioé l'insieme dei valori che la funzione asséfe (la funzione esponenziale

e sempre strettamente positiva).

Si distinguono tre casi:

@zl funzione crescente :

@=1": funzione costante :

rxy=a’=a’

a® =1 peroghi xR,

0« <1: funzione decrescente*:>¥=a" <a” .

| seguenti grafici illustrano il comportamento ddilinzione esponenziale nei vari casi :

¥ Grafici delle funzioni esponenziali. ¥

a=U.5s Deza<l

(0.1}

(0.1)




Logaritmo

Siaa un numero reale positivo diverso da 1 ex un numero reale positivo

La funzionelogaritmo in basea € la funzione inversa rispetto alla funzione egparale in basa.

Si dice, cioélogaritmo in basea di un numerx I'esponente da dare agber ottenera

(x viene chiamatargomento del logaritmo).
In altre parole, se = — a” segue chely = 10, T

si leggey € il logaritmo in basa di x, esempio, log81 & uguale a 4 perché=381.

Valgono le relazioni:

log, (x - y) = log,(x) + log,(y), log, G) = log,(z) — log,(y),

Il logaritmo €& utile soprattutto
perché trasforma prodotti in
somme e i rapporti in
differenze,

lﬂga(Ik) = klog,(z). log, ¥/x = %lﬂgﬂ[a:}.

trasforma elevamenti a potenz
in moltiplicazioni e radicali in
divisioni.




Grufici delle funzioni logaritme.
4

(]

La calcolatrice permette di calcolare il logaritmo
base dieci o in basedi qualsiasi numero. Per pote
calcolare il logaritmo in base diversa da dieci, &
sufficiente utilizzare la seguente formula che
cambia la base del logaritmo:

log, x

logy, x = log, b

11

Esercitazione

Traccia il grafico, calcola il

» Calcola il dominio delle seguenti

dominio, codominio,
asintoto, intersezioni, segnc

funzioni :
2

della funzione :

y:|ogs(x+6)

y=log, =9

y=log,(-16x+ 8
y=|ng(4X2 +3

Calcola esattamente i seguenti logaritmi (nei
casi in cui non e possibile approssima alla qu
cifra decimale)

log, (32 =
log,3=

1 —_
09,5, =
log,4=
log,eve1=

nta

Risolvi le seguenti equazioni

log(3x + 5) = log(6x — 9)

logx +log7x = log(x — 4)+ logx + 1)
log(x—4)=-2

3X+6 = 33x+7

5X

33x

= 75x—4

= 9X+l




